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Aufgabe 1. (54545 Punkte)(RSA-Verfahren, Spionage) In dieser Aufgabe betiitigen Sie sich als Spion.
Sie wissen, dass Person A an Person B eine Nachricht schreiben méchte. Sie fangen den offentlichen
Schliissel T := (n,e) = (85,5) von Person B ab.

1. n wurde leider nicht besonders gut gewihlt, und daher kann man aus ihm leicht den geheimen
Schliissel S = (d) ausrechnen. Berechnen Sie d.

2. Person A verschickt gerade Nachrichten an B. Sie fangen 1,27 und 55 ab. Dies sind Reste modulo 85.
Entschliisseln Sie diese, d.h. finden Sie N1, Na, N3 € N5* | so dass N7 = 1%, Ny = 27¢ und N3 = 55¢
modulo 85 gelten.

3. Wir haben die Zahl (N7, Na, N3)ss in 85-adischer Darstellung. Schreiben Sie diese in 26-adischer
Darstellung und finden Sie das Wort. Null entspricht dem ersten Buchstaben im Alphabet.

Lésung:

1. Es gilt ¢(85) = ¢(17)¢(5) = 16 - 4 = 64, und es ist die natiirliche Zahl d kleiner als 85 gesucht, so
dass 5d kongruent zu 1 modulo 64 ist. Hinschauen ergibt d = 13.

2. Esist Ny =1, und es gilt nach dem chinesischen Restsatz Ny =g5 27'3 genau dann, wenn
N2 =5 274 - 27 =5 27 =5 2N NQ =17 339 =17 (316)237 =17 1- 272 -3 =17 102 -3 =17 11,

wobei zweimal der kleine Satz von Fermat angewandt wurde. Ansatz: No = 17s + 11. Ny 16st das

Kongruenzsystem genau dann, wenn 2s+1 =5 2 genau dann, wenn 2s =5 1 genau dann, wenn s =5 3

genau dann, wenn Ny € [62]g5 genau dann, wenn Ny = 62, da N3 ein Element von N§84 ist. Ganz

analog gilt N3 =g5 55'2 genau dann, wenn
N3 =50=555A N3 =174 =17 (-1)5- 4 =17 4 =17 55,
und wir erhalten somit N3 = 55.
3. Bs gilt (1,62,55)g5 = 12550 = (18,14, 18)56, und Letzteres entspricht SOS.
Aufgabe 2. (545 Punkte)(Ringe von Abbildungen)

1. Es seien S ein unitéirer Ring und X eine nichtleere Menge. Zeigen Sie, dass (Abb(X,S), +,-) mit
den durch (f + g)(z) := f(x) + g(x) und (f - g)(z) := f(x)g(z) definierten Strukturen ein unitérer
Ring ist.

2. Ist fur alle unitdren Ringe S das Tripel (Abb(S,S),+,0) ein unitérer Ring? Beweisen Sie Ihre
Antwort.

Loésung:

1. (Abb(X,S),+) ist das direkte Produkt [, (S, +) und somit laut Vorlesung eine abelsche Gruppe.
Das selbe Argument zeigt, dass (Abb(X,.S),-) ein Monoid ist. Die Distributivgesetze folgen aus den
Distributivgesetzen von S, da die Strukturen auf Abb(X,S) (gesehen als kartesisches Produkt)
koordinatenweise definiert wurden.



2. Die Antwort ist Nein, da zum Beispiel (Abb(Z,Z),+,0) nicht das erste Distributivgesetz erfiillt:
Wihlen Sie die Abbildung f : Z — Z, f(z) := 22. Dann gilt:

(fo(f+ @) = f(f(2)+ f(2) = f(8) =64 A (fof+fof)(2)=(2%)+

(22)% = 32.

Aufgabe 3. (54+5+5* Punkte)(Monoidringe und Gruppenringe) Wir betrachten einen Monoiden (M, %)
und einen kommutativen unitdren Ring R. Wir bezeichnen fiir eine Abbildung f : M — R die Menge

supp(f) := {z € M| f(z) # 0}

als den Trdager von f.

1. Zeigen Sie, dass

(RM := {f € Abb(M, R)| supp(f) ist endlich. },+,®)

mit den durch

(f +9)(x) := f(x) + g(z) und (f © g)(z) :=

2

y,2z€M mit yxz=x

fw)g(z)

definierten Strukturen ein unitirer Ring ist. Man bezeichnet ihn als den Monoidring von M iiber R.

2. Zeigen Sie, dass ein Monoidmonomorphismus von M nach (RM, ®) existiert.

3. Zeigen Sie, dass M eine abelsche Gruppe sein muss, wenn RM ein Korper ist. Im Fall, dass M eine
Gruppe ist, nennt man RM den Gruppenring von M iiber R.

Loésung:

1. (RM,+) ist nach dem Untergruppenkriterium eine Untergruppe von (Abb(M, R), +), da die Null-
abbildung ein Element von RM ist und fiir je zwei Elemente f,g € RM auflerhalb der endlichen
Menge supp(f) Usupp(g) die Gleichung f(z) — g(x) = 0 gilt. Die Summe in der Definition von ®
ist wohldefiniert, da (R,+) abelsch ist und nur endlich viele Summanden ungleich Null sind. Die
Struktur © ist assoziativ, wie die folgende Rechnung zeigt.

(ho(fog)w) =

analog

>

v,x€M mit vxr=u

2

v,x€M mit vxr=u

>

v,Y,2EM mit vxyxz=u

>

v,Yy,2€M mit viykz=u

((h© f) ©g)(u).

h(v)(f © g)(x)

2

y,2z€M mit yxz=x

h(v)(f(y)g(2))

h(v) f()g(2)

(h(v)f(y))g(2))

(RM,+,®) erfiillt die Distributivgesetze, da (R, +,-) die Distributivgesetze erfiillt. Man muss nur
in der Summe aus der Definition von ® auf die Summanden das entsprechende Distributivgesetz
von R anwenden. Es sei e das neutrale Element von (M, ). Das Einselement von RM ist die
Abbildung f., die e auf 1z und jedes andere Element auf 0g abbildet, wie die folgende Rechnung

zeigt.

(fe©9)(z) =

>

z€M mit exz=x

= g(z)

-z

yEM mit yxe=x

= (90 /f)(=).

9(2)

9(y)



2. Wir betrachten die Abbildung ® : M — RM, ®(x) := f,, wobei f, die Abbildung von M
nach R ist, die x auf 1 und jedes andere Element von M auf Or abbildet. Insbesondere hat f,
genau ein Element im Tréger. Folglich ist ® wohldefiniert, injektiv und ®(e) = 1gas. Es bleibt die
Homomorphismuseigenschaft von ® zu zeigen.

(Q(uxv))(@) = fun(w)
_ lg, fallsuxv==x
o Ogr, sonst

= > Fu®) fo(2)

Y,2€EM mit yxz=x

= (fu © fv)(x)
= (2(u) © 2(v))(x),

wobei die dritte Gleichheit daraus folgt, dass der Summand f,, (y) f, (2) nur fiir den Fall (y, z) = (u, v)
ungleich Null und in diesem Fall auch gleich 1p ist.

3. Die Elemente ®(x), « € M, bilden eine R-Basis von RM mit der skalaren Multiplikation: g ras :
Rx RM — RM, (r-prm f)(z) :=rf(x) (Wir schreiben ab jetzt - statt - ras), denn

o fERM erfilllt f =3 oo (@) @(z), dh. im(®) ist ein R-Erzeugendensystem von RM,
und

e im(®) ist linear unabhéngig iiber R, da fiir paarweise verschiedene z1,...x; € M aus

Zn :EZ —ORJVIGRM

sofort fir alle j € N=! die Gleichung

rj =r;® Zrl z;)(25) (Z” Zi > (z;) = Orm(2;) = Or

folgt.

Wir identifizieren « € M mit ®(z) und kénnen dann die Elemente von RM in der Form

Z re - x, T, = 0 fir fast alle z € M,
xeM

schreiben. Es bedeutet ”fast alle” alle bis auf endlich viele. Es sei nun RM ein Koérper. Damit
ist (RM,®) abelsch und somit ist die Struktur auf M C RM abelsch. Wir miissen zeigen, dass
jedes Element von M beziiglich * ein Inverses besitzt. Fiir x € M gibt es ein Inverses Zye Moy
beziiglich ® in RM, da x ungleich Ogps und RM ein Korper ist. Wir erhalten somit die Gleichung:

e=z0 | Y ryy| =D 1y (wxy) (1)

yeEM yeM

Die Basiseigenschaft von M ergibt, dass in der Gleichung (1) unter den z*xy, y € M, das Element e
vorkommen muss. Also besitzt x in M ein Inverses beziiglich *.

Aufgabe 4. (10 Punkte)(Polynome und endliche Kérper) Es sei P ein nichtkonstantes ganzzahliges
Polynom, d.h. ein Element aus Z[X] \ Z. Zeigen Sie, dass ein endlicher Kérper existiert, in dem P eine
Nullstelle hat.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes Polynom @ ungleich Null mit ganzzahligen Koeffizienten
eine ganze Zahl existiert, die keine Nullstelle von @ ist. Wenn @ konstant ist, dann hat @ gar keine
Nullstelle in Z, da @ als ungleich Null vorausgesetzt wurde. Im Falle hoheren Grades hat @ entweder
keine ganzzahlige Nullstelle, oder es hat eine Nullstelle a und es ldsst sich durch Division mit Rest in
der Form @ = (X —a)S+ R mit R € Z, S € Z[X], schreiben, wobei R = R(a) = Q(a) = 0 sein



muss. Also @ = (X — a)S, und S hat einen kleineren Grad als @ und ist ungleich dem Nullpolynom.
Also hat S nach Induktionsvoraussetzung héchstens deg(S)-viele Nullstellen. Eine Nullstelle von @ ist
aufgrund der Nullteilerfreiheit von Z eine Nullstelle von (X — a) oder eine Nullstelle von S. Also hat @
hochstens deg(S) + 1 (= deg(Q)) viele Nullstellen.

Wir kommen nun zur Aufgabe: Das Polynom P? hat den Grad 2deg(P), also einen Grad grofier
gleich 2, da P als nicht konstant vorausgesetzt wurde, und somit ist P? — 1 nicht das Nullpolynom. Nach
Teil 1 gibt es eine ganze Zahl z, so dass |P(z)| ungleich 1 ist, und es gibt eine Primzahl p, die | P(z)] teilt.
Wir schlieflen mit der Gleichung:

im Kérper Z/pZ.



