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Aufgabe 1 (5+5 Punkte). 1. Essei N eine Menge. Zeigen Sie, dass (JB(N), A) eine abelsche Gruppe
ist, wobei die symmetrische Differenz A fiir zwei Mengen A und B wie folgt definiert ist: AAB :=
(AUB)\ (AN B).

2. Wir definieren auf Z x Z die Struktur ® durch: (21, 22) ® (21, 25) := (2122 + 21, 2225). Zeigen Sie,
dass (ZxZ, ®) ein nicht-abelscher Monoid ist. Geben Sie fiir alle Elemente von Z x Z, die beziiglich ®
eine Inverse besitzen, sowohl das Element als auch dessen Inverse an.

Loésung:

1. Die symmetrische Differenz A ist kommutativ, da U und N kommutativ sind, und @ ist ein neutrales
Element bzgl. A. Des Weiteren ist jedes Element von 3(N) zu sich selbst invers, d.h. AAA = (.
Es bleibt also die Assoziativitit zu zeigen. Es seien A, B und C Teilmengen von N. Wir zeigen,
dass (AAB)AC und R := (R; \ Rz) U Rj iibereinstimmen, wobei die R; wie folgt definiert sind:

Ry :=AUBUC, Ry:=(ANB)U(ANC)U(BNC), Ry:=ANBNC.

Wir zeigen zuerst “C”. Es sei « ein Element von L := (AAB)AC.

1. Fall: x € AAB. Dann x ¢ C, da x € L, und z € AU B, da AAB eine Teilmenge von A U B ist.
Es folgt weiter z ¢ AN B aus x € AAB. Also ist z ein Element von R; \ Rs.

2. Fall: x € C und « ¢ AAB. Wenn z ein Element von A ist, dann ist es auch ein Element von B,
da x ¢ AAB. Insbesondere ist dann z ein Element von Rs. Das gleiche Argument verwendet man
im Fall z € B. Wenn z kein Element von A U B ist, dann ist es auch kein Element von Ry und
somit ein Element von C'\ Rg, also ein Element von R.

Wir zeigen nun die andere Inklusion “2”: Erstmal stellen wir fest, dass R3 eine Teilmenge von L
ist, denn jedes Element von Rj3 ist ein Element von C aber kein Element von AAB.

Fall 1: x € R\ C. Dann liegt = nicht in R3 und muss sich deshalb in R; \ Ry befinden, und kann
somit kein Element von A N B sein, d.h. dass = in (AAB) \ C liegt. Letztere ist eine Teilmenge
von L.

Fall 2: x € RNC. Es ist x entweder ein Element von AU B und somit ein Element von R3 C L, da x
kein Element von R; \ Ry sein kann, oder kein Element von AU B und somit eines von C' \ (AAB).
In jedem Fall ist  ein Element von L. Damit sind beide Inklusionen gezeigt.

Wir erhalten also die folgende Gleichung;:
(AAB)AC = R = (BAC)AA = AA(BACQ).
wobei hier mehrmals die Kommutativitéit von Schnitt und Vereinigung ausgenutzt wurden.
2. Es gibt eine kanonische Bijektion zur Menge M der Matrizen der Form
22 2
0 1
wobei z; und 2o die Menge der ganzen Zahlen passieren. Diese Bijektion ist ein Homomorphismus
bzgl. ® und der Matrizenmultiplikation. Das zeigt automatisch, die Abgeschlossenheit von M bzgl.



der Matrizenmultiplikation, da Z x Z abgeschlossen beziiglich ® ist. Die Multplikation von Ma-
trizen ist assoziativ und die Einheitsmatrix liegt in M, und damit ist M ein Monoid. Also folgt
aus der obigen Isomorphie, dass ® eine Monoidstruktur ist. Die Elemente (21, z2) mit den Ein-
trigen zo € {1, —1} sind invertierbar, mit der Inversen (—za21, 22) wie eine Rechnung leicht zeigt,
und ein invertierbares Element von Z x Z muss automatisch |z = 1, erfiillen, da z5 beziiglich der
Multiplikation in Z eine Inverse haben muss. Die Struktur © ist nicht abelsch, wie das folgende
Beispiel zeigt.
(2,3) ® (3,5) = (11,15), (3,5) ®(2,3) = (13,15).

Aufgabe 2 (10 Punkte). (Translationen) Es seien (M, *) eine Halbgruppe und g ein Element von M.
Die Abbildung {;, : M — M, definiert durch l,(h) := g * h, heifit g-Linkstranslation von M. Zeigen Sie,
dass (M, *) genau dann eine Gruppe ist, wenn alle Linkstranslationen bijektiv sind und fiir alle g1, 92 € M
die Linkstranslationen [4, und I, nur im Fall g; = go {ibereinstimmen.

Losung: In einer Gruppe besitzt nach der Vorlesung (Satz 43) jede Gleichung ax = b, a,b € M,
genau eine Losung. Invertieren der beiden Seiten zeigt, dass auch fiir jede Gleichung za = b, a,b € M,
genau eine Losung existiert. Aus der ersten Aussage folgt, dass alle Linkstranslationen bijektiv sind,
und aus der zweiten Aussage, dass aus l,, = l,, die Gleichung a; = ay folgt. Wir miissen also nur
noch die Riickrichtung zeigen. Wenn alle Linkstranslationen surjektiv sind, dann existiert fiir jedes Ele-
ment g € G ein Element ey, so dass ge, = g gilt. Daraus folgt durch die Injektivitét von [, die Gleichung
egh = h, denn es gilt: ge,h = gh. Insbesondere stimmen [, und l., fiir jedes Paar g,a von Elementen
von G iberein. Also gilt nach der Voraussetzung fiir die Riickrichtung, dass ey, und e, fiir alle @ und g
ibereinstimmen. Wir setzen deshalb e := ¢, fiir egal welches g. Nach dem Vorhergehenden ist e ein neu-
trales Element beziiglich *. Aus der Surjektivitéit der Linkstranslationen folgt, dass jedes Element aus M
eine Rechtsinverse besitzt, etwa sei ¢’ eine Rechtsinverse von g, und ¢’ eine Rechtsinverse von ¢’. Dann
gilt

g=ge=999" =eg" =4’
und somit ist ¢’ eine Linksinverse von g, da es eine Linksinverse von ¢” ist. Das Element ¢ ist also
invertierbar.

Aufgabe 3 (7+8 Punkte). (Auswahlaxiom)

1. Gegeben sei eine Abbildung h : M — N. Beweisen Sie die folgenden drei Aussagen ohne das
Auswahlaxiom zu verwenden.
(a) Die Abbildung h ist genau dann injektiv, wenn sie eine Linksinverse besitzt.
(b) Wenn h eine Rechtsinverse besitzt, dann ist h surjektiv.
(c) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:
(i) h ist bijektiv.
(ii) h besitzt eine Links- und eine Rechtsinverse.

(iii) Zu h existiert eine Inverse, d.h. eine Abbildung von N nach M, die sowohl eine Rechts-
als auch eine Linksinverse von h ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Definition einer Abbildung aus der 1. Ubung: Eine Abbildung von M
nach N ist eine Teilmenge T von M x N, fiir die gilt, dass fiir jedes x € M genau ein Element y € N
existiert, so dass (z,y) ein Element von T ist. Beispiel: idy; = {(z, )|z € M} C M x M.

Bitte wenden.

2. Zeigen Sie, dass das Auswahlaxiom aus dem folgenden Axiom (AER) folgt:
(AER):=,Zu jeder surjektiven Abbildung gibt es eine Rechtsinverse.“

Hinweis: Gegeben sei eine Abbildung G : I — P(M) \ {0}. Betrachten Sie auf der Menge M :=
{(i,x)| i € I, x € G(i)} die Aquivalenzrelation:

(’va) ~ (.77y) <:>Def 7':.7

Wir postulieren von nun an fiir die Vorlesung, dass das Auswahlaxiom Giiltigkeit hat.



Loésung:
1. (a) ,=“: Es sei h injektiv. Als Abbildung ist h eine Teilmenge von M x N. Wir fixieren ein
Element mg von M. Die folgende Teilmenge

f={(n,m)| (m,n) € h}U{(n,mp)| n € N \im(h)}

ist eine Abbildung von N nach M, denn aus (n,m), (n,m’) € f folgt fir n € N \ im(h) nach
der Definition von f die Gleichheit m = m’ = mg und fiir n € im(h) aus der Gleichung h(m) =
n = h(m') die Gleichung m = m’ aus der Injektivitit von h. Aus der Definition von f folgt
(f o h)(m) = m fiir alle Elemente m von M.

»,<%: Es sei f eine Linksinverse von h. Aus h(m) = h(m') folgt

m = id(m) = f(h(m)) = F(h(m')) = id(m') = m’.

(b) Es seien f eine Rechtsinverse von h und y ein Element von M. Dann gilt:

y =id(y) = h(f(y)) € im(h).
Da y beliebig gewahlt wurde, ist h somit surjektiv.
(c) Aus (iii) folgt evident (ii) und aus (ii) folgt (i) nach 3.1.(a) und 3.1.(b). Es bleibt (i)=-(iii) zu
zeigen. Wir definieren:

f:={(n,m)| (m,n) € h}.

Da h surjektiv ist, ist N der Definitionsbereich von f und nach dem Beweis von 3.1.(a)(=)
ist f eine Abbildung. Die Gleichungen h(f(m)) = m = f(h(m)) folgen direkt aus der Definition
von f.

2. Es seien eine nichtleere Menge M und eine Abbildung G : I — B(M)\{0} gegeben. Wir iibernehmen
die Notationen aus dem Hinweis. Die Abbildung: 7 : M — M/ die einem Paar (i,m) deren
Aquivalenzklasse zuordnet ist surjektiv und besitzt deshalb nach (AER) eine Rechtsinverse, et-
wa & := (®;,P,r) von M/ nach M. Die Abbildung ®; : M/ — T ist injektiv nach der
Definition von ~. Wir zeigen, dass ®; surjektiv ist. Zu ¢ € I gibt es ein Element m € G(i), da
letztere Menge nichtleer ist, und es gilt:

w(®r(w(i,m)), Par(m(i,m))) = w(i,m).

Das heift, dass (®r(m(i,m)), @pr(m(i,m))) und (i,m) dquivalent sind, also beide Paare die selbe
erste Koordinate haben. Damit ist ¢ im Bild von ®; und die Surjektivitat folgt. Insgesamt ist ®;
also bijektiv und besitzt nach 3.1.(c) eine Inverse ¥;. Die Abbildung

g: I =M, g:=Py 0¥y,

erfiillt g(i) € G(i), denn (4, 9(4)) = (P71 (V7(4)), Par(¥1(4))) ist ein Element von M. Da M und G
beliebig gewiihlt wurden, ist damit das Auswahlaxiom gezeigt.

Aufgabe 4 (5+(5+5) Punkte). (Die volle Automorphismengruppe eines Graphen) Es sei (FE, K) ein
Graph.

1. Zeigen Sie, dass Aut(FE, K) eine Gruppe ist.
2. Es sei m eine natiirliche Zahl grofler als 2. Betrachten Sie den Graphen
(B! K') = (2] =, {{]2)s 2+ U} | 2 € Z)).
Eine Abbildung f :Z/=, — Z/=, heifit

e Spiegelung von (E’, K'), falls eine ganze Zahl a existiert, so dass fiir alle z € Z die Glei-
chung f([z]m) = [a]m — [2]m gilt. Wir bezeichnen diese Abbildung mit s,.

e Drehung von (E’, K'), falls eine ganze Zahl a existiert, so dass fiir alle z € Z die Glei-
chung f([z]m) = [a]m + [2]m gilt. Wir bezeichnen diese Drehung mit d,.

(a) Zeigen Sie, dass zwei Elemente f und g von Aut(E’, K’) genau dann iibereinstimmen, wenn
es eine ganze Zahl z gibt, so dass f([z]m) = g([z]m) und f([z + 1]m) = g([z + 1];m) gelten.



(b)

Zeigen Sie die folgende Gleichung
AUt(E/7K,) = {dla LRRE dﬂh 8150 Sm}a

und beweisen Sie, dass Aut(E’, K') genau 2m Elemente enthélt.

Die Gruppe Aut(E’, K') heifit die Diedergruppe mit 2m Elementen und wird mit Ds,, bezeichnet.

Lésung:

1. Wir wissen bereits aus der Vorlesung, dass Sym(E) eine Gruppe ist, und wir werden das Unter-
gruppenkriterium verwenden, um fiir Aut(F, K) die Gruppeneigenschaft nachzuweisen. Als erstes
sei erwihnt, dass Aut(E, K) nichtleer ist, da sie id g enthélt. Es seien f und g zwei Automorphismen
des Graphen (F, K) und ej, e5 Elemente von E. Dann gelten

2.

und

{er,e2} € K & {f(e1), f(e2)} € K = {g(f(e1)),9(f(e2))} € K

{97 (e1),97 (e2)} € K & {e1 = g(g " (e1)), e2 = g(g ' (e2))} € K.

Somit sind fog und g—! Elemente von Aut(E, K). Nach dem Untergruppenkriterium ist Aut(E, K)
eine Untergruppe von Sym(FE).

(a)

Es ist nur die Riickrichtung zu zeigen, denn die andere Richtung ist trivial. Es seien also f und g
Automorphismen des gegebenen Graphen, fiir die eine ganze Zahl z existiert, so dass beide
Abbildungen auf {[z],, [z4+1]n } libereinstimmen. Wir zeigen nun durch vollstandige Induktion,
dass fiir alle natiirlichen Zahlen [ die Abbildungen f und ¢ in [z + ], ibereinstimmen, womit
dann auch die Aussage der Aufgabe bewiesen wére.

Bew.: (IA) Der Induktionsanfang folgt aus der Voraussetzung an beide Abbildungen. (IS) Es
sei [ > 1, und wir nehmen an, dass beide Abbildungen auf

{[z+ilm| i € N5'™'}

iibereinstimmen. Die Ecke [z + [ — 1],, hat genau zwei Nachbarn: [z + [ — 2], und [z + ],
genauso wie auch f([z+1—1],,) = g([z + 1 —1];n) genau zwei Nachbarn hat. f([z +1—2],,) =
g([z + 1 — 2];) ist ein Nachbar von f([z +1 — 1],,), und da f und g Automorphismen des
Graphen, und insbesondere bijektiv, sind, miissen f([z + {],,) und g¢([z + I],) der andere
Nachbar von f([z 4+ 1 — 1],;,) sein. Also stimmen beide Abbildungen in [z + [}, iiberein. q.e.d.

Die Drehungen und Spiegelungen sind Elemente von Aut(FE’, K’), denn aus der Definition folgt
sofort, dass s, und d, und deren Inverse s, und d,,_, Kanten auf Kanten abbilden. Wir zeigen
zunichst, dass die Elemente di,...,d,s1,..., S, paarweise verschieden sind. Aus s, = s;
bzw. d, = dp folgt nach Einsetzen von [0],,, dass a und b in der selben Restklasse mod m
liegen. Aus der Gleichung s, = dy, folgt genauso [a],, = [b],, und somit

[a = 1]m = sa([l]m) = da([l]m) = [a + m,

also (0], = [2],,. Ein Widerspruch dazu, dass m grofier als 2 ist. Es bleibt nur noch zu zeigen,
dass jedes Element f von Aut(E’, K’) eine Spiegelung oder eine Drehung ist. Es gibt ein v € Z,
so dass f([0];m) = [v]m gilt. Dann ist f([1],,) ein Element von {[v + 1], [v — 1}, }, da f ein
Automorphismus des gegebenen Graphen ist. Unter Anwendung von 4.2.(a) gilt nun Folgendes.
Im Fall f([1],n) = [v + 1], stimmt f mit d, iiberein, und im Fall f([1],,) = [v — 1], mit s,.
Also ist f eine Drehung oder eine Spiegelung.



