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Bitte beachten Sie Folgendes:
1. Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.
2. Beschriften Sie jedes abzugebende Blatt mit Namen, Matrikelnummer und Ubungsgruppe.

3. Begriinden Sie Ihre Lésungen, wenn nicht anders lautend, nur mit der Vorlesung, der Ubung und
vorhergehender Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1 (5+5 Punkte). (Aquivalenzrelationen)
1. Es sei R die folgende binédre Relation auf Z x Z.

(21, 22) R(21,25) ©pes (2121 > 0 A 2225 > 0) V (21 = 2] A 22 = 25)).

Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Berechnen Sie alle Aquivalenzklassen von R und
skizzieren Sie diese im Koordinatensystem der euklidischen Ebene.

2. Wir nennen zwei Aquivalenzrelationen (M, R;) und (M, Ry) kommensurabel, falls jedes Element
von M /Ry UM/Ry nur endlich viele Elemente aus M/R; U M /Ry nichtleer schneidet. Zeigen Sie,
dass Kommensurabilitit eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Aquivalenzrelationenen von M
ist, und finden Sie eine zu R, aus Aufgabeteil 1, kommensurable Aquivalenzrelation S, so dass jede
Aquivalenzklasse von S genau zwei Elemente aus (Z x Z)/R nichtleer schneidet.

Aufgabe 2 (2+3+5 Punkte). (Restklassen) Wir definieren auf Z/= , wie folgt eine Addition und eine
Multiplikation:
[a]m + [blm = [a + b]m; [a]m - [B]m = [ab]m.

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung - : Z/=, X Z/=, — Z/=,, wohldefiniert ist.

m

2. Es sei n eine ganze Zahl. Zeigen Sie, dass n® +4 nicht die Summe von zwei dritten Potenzen ganzer
Zahlen ist, d.h. dass nicht zwei ganze Zahlen 21, zy existieren, so dass 2} + 25 = n® + 4 ist. Hinweis:
Rechnen Sie mod m fiir einen geeigneten Modul m. Der Exponent kénnte beim Finden des Moduls
behilflich sein.

3. Zeigen Sie, dass es unendlich viele Primzahlen in [3]4 gibt. Hinweis: Finden Sie einen Beweis, #hnlich
zum Beweis vom Satz von Euklid (Satz 29), und rechnen Sie modulo 4.

Bitte wenden.



Aufgabe 3 (5+5 Punkte). (Chinesischer Restsatz) Berechnen Sie alle Losungen fiir die folgenden Kon-
gruenzssysteme mit nachvollziehbarem Losungsweg und Probe.

1. X =8 27 X =21 167 X =929 ].4:7 X =12 10.
2.3X+7=170, 5X —-4=1;0, TX +2=96.

Aufgabe 4 (54+5+5%). (Diophantische Gleichungen) Es seien P die Menge der Primzahlen, und z =
GHPE]P p*»(?) die nach der Vorlesung und Ubung bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutige Primfak-
torzerlegung von z € Z\ {0} wobei € ein Element aus {1,—1} ist. Wir setzen v,(0) := oo fiir jede
Primzahl p.

1. Zeigen Sie, dass v, : Z — No U {oo} fir alle ganzen Zahlen z; und z; das Folgende erfiillt:

o vy(z1 + 22) > min{v,(21), vp(22)} und
* vp(21 + 22) = min{vy(21), vp(22)}, falls vp(21) # vp(22),
wobel wir n < oo fiir alle n € Z setzen.

2. Zeigen Sie, dass fiir n € {0,1,2} die Gleichung X3 — Y3 = XY™ keine ganzzahlige Losung (z,y)
mit y # 0 besitzt. Hierbei diirfen Sie den grofien Satz von Fermat verwenden.

3.* Finden Sie alle ganzzahligen Losungen von X3 — Y3 = XY3,



