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Aufgabe 1 (545 Punkte). Es seien n,m Elemente aus Ng und p ein Element aus N. Zeigen Sie:

1.

Aus n <m < n* folgt m € {n,n*}. Hinweis: Eine Induktion ist hier NICHT notwendig!

2. Die Ungleichung pn < pm ist dquivalent zu n < m. Hinweis: Beweisen Sie zuerst die Riickrichtung.

Losung:

1.

Beweis: Aus n < m folgt nach der Kleiner-Gleich-Definition, dass ein s € Ny existiert, so dass m =
n + s ist. Im Falle s = 0 gilt » = m und im Falle s # 0 ist s nach Satz 2 ein Nachfolger eines
Elementes ¢t aus Ng. Also gilt im zweiten Fall:

Def.3b) « Lem.5 Def.

m=n+t" n+t)" "="n"+t > n"

Also gibt es kein Element, dass echt zwischen n und n* liegt. q.e.d.

Beweis: Wir beweisen zuerst die Riickrichtung: Aus n < m folgt nach Definition der Kleiner-Gleich-
Relation und Satz 2, dass ein t € Ny existiert, so dass n + t* = m gilt. Also gilt:

Distr.

pn+p(t+1) p(n+1t*) =pm.

Beide Elemente p und ¢ + 1 sind ungleich Null. Also ist das Produkt ungleich Null, nach der
Nullteilerfreiheit aus der ersten Ubung. Damit folgt p(t + 1) € N. Und somit pn < pm. Damit ist
die Riickrichtung bewiesen.

Wir haben drei Fille fiir (n,m). Falls n < m, so folgt pn < pm, wie eben gezeigt. Falls m < n,
dann folgt analog pm < pn, und im Fall n = m folgt pn = pm. Mehr Fiélle gibt es nicht fiir (n, m),
da (N, <) totalgeordnet ist. Schaut man sich die drei Fille an, sieht man, dass nur in einem der

Fille pn < pm gelten kann, und zwar im Fall n < m. Damit ist die andere Richtung gezeigt. q.e.d.

Aufgabe 2 (5+5 Punkte). Zeigen Sie, dass die Teilbarkeitsrelation (alb < 3 :c € Z : b = ac) auf der
Menge der natiirlichen Zahlen (N := Ng\ {0}) eine Ordnungsrelation ist. Ist diese auch total? Beweisen
Sie Ihre Antwort.

Losung: Vorbemerkung: Als erstes sei angemerkt, dass aus der ganzzahligen Gleichung n = sm mit
natiirlichen Zahlen n und m folgt, dass s eine natiirliche Zahl sein muss, denn aus s = 0 wiirde n = 0
und aus s < 0 wiirde nach 1.2 —n = m(—s) > 0(—s) = 0 folgen, und beides widerspriche n > 0.

1.

Beweis: Reflexivitit: Fiir n € N gilt I1n = n, und somit n|n. Transitivitdt: Aus n|lm und m|l
folgt nach Definition die Existenz von ganzen Zahlen s,t, so dass m = sn und [ = tm gelten.
Daraus folgt | = stn. Antisymmetrie: Wiederum nach Definition folgt aus n|m|n die Existenz
ganzer Zahlen s,t, so dass n = sm und m = tn gelten. Aus der Vorbemerkung wissen wir, dass s



und ¢ natiirliche Zahl sind, und aus Aufgabe 1.2 wissen wir, dass aus s > 1 die Ungleichung n =
ms > m = nt > n folgen wiirde. Also folgt mit Hilfe von Aufgabe 1.1 s = 1, und somit n = m.
q.e.d.

2. Die Teilbarkeitsrelation auf N ist keine Totalordnung.

Beweis: 1) Fiir zwei natiirliche Zahlen n und m folgt aus m|n die Ungleichung m < n, denn aus
aus n = ms, s € N, folgt erstens nach 1.1 s > 1 und nach 1.2 Im < sm = n.

3 teilt nicht 2, da 3 > 2. Annahme 2|3. Dann folgt 2|3 — 2 = 1, woraus 0 < 2 < 1 folgt. Also nach
1.1 folgt 1* = 2 = 1. Ein Widerspruch zu 1* # 1, siehe 1. Ubung. Also sind 2 und 3 nicht mit |
vergleichbar, und somit ist (N, |) nicht total geordnet. g.e.d.

Aufgabe 3 (5+5 Punkte). (Widerspruchsmethode des unendlichen Abstiegs)

1. Zeigen Sie, dass keine Abbildung f : Ny — Ny existiert, die streng ordnungsumkehrend ist, d.h. die
fiir alle n,m € Ny mit n < m die Ungleichung f(n) > f(m) erfiillt.

2. Finden Sie alle ganzzahligen Losungen der Gleichung 0 = X3 +7Y3 4+ 4973,

Loésung:

1. Beweis: Angenommen es gibt eine streng ordnungsumkehrende Abbildung f : Ng — Ny. Nach dem
Wohlordnungssatz hat das Bild von f ein kleinstes Element n = f(m). Also gilt n < f(s) fiir alle s €
Ny, insbesondere f(m) =n < f(m + 1). Ein Widerspruch dazu, dass f streng ordnungsumkehrend
ist. q.e.d.

2. Als erstes hat die Gleichung die Losung (0,0,0). Angenommen es gibe eine Losung (x,y,z) #
(0,0,0). Wir zeigen, dass 7 alle Koordinaten teilt. Aus der Gleichung folgt 7|z3. Daraus folgt 7|z:
Beweis: Annahme z und 7 sind teilerfremd, so folgt aus dem Lemma von Bézout die Existenz
einer ganzzahligen Linearkombination a7 + bx = 1. Also 1 = (a7 + bz)® = a7 + ba?, fiir geeignete
ganzzahlige @ und b. Aus 7|23 folgt nun mit der letzten Gleichung 7|1. Ein Widerspruch. q.e.d.

Aus 7|x folgt 7|2, also 7|y?, mit der Gleichung, und somit 7|y, woraus 73|y® folgt. Und aus 73|2® +
Ty? = 7223 folgt 7|23, also 7|z. Damit teilt 7 alle Koordinaten. Wir schreiben x = 7xy, y = Ty
und z = 7z. Folglich ist (z1,y1,21) eine Losung der Gleichung aus der Aufgabe, und wir ha-
ben einen Widerspruch durch unendlichen Abstieg erlangt, da eine Losung mit kleinerem Mi-
nimum der Betrdge der nichtverschwindenden Koordinaten gefunden wurde. Genauer definiert
man f : Ny — Ny wie folgt: Man zeigt durch vollstédndige Induktion 7" min{|z|, |y|, |z|}, fiir al-
le n € Ny, etwa min{|z|, ly|, |2|} = T"tn, und definiert f(n) := t,. Dann ist f : Ny — Ny streng
ordnungsumkehrend. Das ist ein Widerspruch zu Teil 1.

Aufgabe 4 (5+5* Punkte). Wir bezeichnen zwei nichtleere Mengen M und N als bijektiv dquivalent,
falls eine Bijektion von M nach N existiert.

1. Es sei T eine nichtleere endliche Teilmenge von Ny. Zeigen Sie, dass eine natiirliche Zahl m exis-
tiert, so dass T zu N=™ bijektiv dquivalent ist. Hinweis: Schauen Sie auf die Hinweise zu Satz
18.

2.*% Es seien n und m natirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass es genau dann eine Injektion von N=™
nach N=" gibt, wenn m < n gilt.

Loésung:
1. Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach n, bezogen auf die folgende

Familie von Aussagen:

A(n) :=,Fiir jede nichtleere Menge T, zu der eine injektive Abbildung von T nach N=" existiert,
gibt es eine natiirliche Zahl m, so dass T' bijektiv dquivalent zu N<™ ist.“, n € N.

(IA): (n=1): Es sei ¢ : T — N=' eine injektive Abbildung. Da das Bild von ¢ nichtleer ist und N=*,
nach Lemma 11, nur ein Element enhélt, muss ¢ auch surjektiv sein.



(IS): (n — n+ 1): Es sei T eine nichtleere Menge und ¢ : T — N<"' eine injektive Abbildung.
Falls n+1 nicht im Bild von ¢ liegt, dann kénnen wir direkt die Induktionsvoraussetzung auf (7', ¢)
anwenden. Es sei also n + 1 ein Element von ¢(7'). Dann gibt es ein tg € T, so dass ¢(tg) =n+1
ist. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine natiirliche Zahl m, so dass T \ {to} bijektiv
dquivalent zu N=™ ist. Wihle eine Bijektion ¢ : T'\ {to} — N=™. Wir setzen ¢ auf T fort, indem
wir ty auf m + 1 abbilden. Also ist T" bijektiv dquivalent zu N=™+*,

q.e.d.

2. Beweis: Wenn m kleiner gleich n ist, dann haben wir die Inklusion von N=™ nach N=". Damit ist
die Riickrichtung gezeigt.
Zur Richtung ,,=*“: Wir zeigen die Folge von Aussagen

A(n) := ,Vmen 1 ((Jpngmnen @ @ ist injekitv) = m <n)“, n € N.

(IA): (n =1): Es sei ¢ : N — N=! eine injektive Abbildung. Wenn m groer als 1 ist, dann kénnen
wir ¢ auf N=? einschrinken. Da ¢ injektiv ist, gilt aber ¢(1) # ¢(2). Also enthélt N<' mindestens
zwel verschiedene Elemente. Ein Widerspruch dazu, dass N=* nach Lemma 11 nur die 1 enthélt.

(IS): (n = n+1): Es sei ¢ : NS™ — N="*! eine injektive Abbildung. Wenn n+ 1 nicht im Bild von ¢
liegt, dann kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten m < n. Wir brauchen
also nur noch den Fall betrachten, dass n 4+ 1 im Bild von ¢ liegt, etwa ¢(tg) = n+ 1. Wenn m = 1
ist, so ist m < n, und wir sind fertig. Also sei m > 1. Wir definieren ¢ : Ns™=* — N=" durch

o | oe(t), fallst#t
o(t) := { p(m), fallst= tg

Diese Abbildung ist injektiv, weil ¢ injektiv ist. Also gilt nach Induktionsvoraussetzung m — 1 < n.
Also gilt m <n+ 1. gq.e.d.

*-Punkte sind Bonuspunkte.



